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Povzetek. Kvantno racunalni§tvo je temeljno nov pristop k simulaciji realnih pojavov z izkoris¢anjem
superpozicije, prepletenosti ter interference za kodiranje in obdelavo informacij na podlagi dinamike kvantnih
stanj. Kvantni algoritmi za simulacijo problemov na osnovi parcialnih diferencialnih enacb (PDE) so Ze dosegli
dolocen napredek, zlasti prek reSevanja linearnih sistemov, vendar ostajajo drugi, potencialno obetavnejsi pristopi
razmeroma slabo raziskani. Namen prispevka je analizirati primernost izbranih PDE za neposredno preslikavo
na Hamiltonov operator ter opredeliti, kdaj in kako je mogoce te enacbe naravno vkljuciti v kvantno dinamiko.
Osrednji poudarek je na valovni enacbi zaradi njenega pomena za modeliranje razSirjanja elektromagnetnih
(EM) valov v komunikacijskih sistemih. Kodiranje hamiltoniana valovne enacbe razsirimo tudi na toplotno in
Poissonovo enacbo. Skupaj te enacbe modelirajo razSirjanje valovanja, difuzijo in stacionarne pojave, ki so
kljuénega pomena v fiziki in inZenirstvu. Identificiramo kvantno specificne omejitve, ki nastanejo pri preslikavi
teh enacb v kvantne sisteme. Neohranjanje energije, realni robni pogoji in nehomogeni mediji so izzivi, ki jih v
klasi¢nih numeri¢nih shemah, kot je Yeejeva metoda konc¢nih razlik v ¢asovni domeni (FDTD), ni. Razumevanje
teh omejitev je klju¢no za dolocitev realnih podrocij uporabe in za oblikovanje pogojev, pod katerimi lahko
kvantna simulacija prinese prednost.

Kljucne besede: kvantno racunalnistvo, kvantni algoritmi, elektromagnetno valovanje, parcialne diferencialne
enacbe, valovna, toplotna in Poissonova enacba, metode kon¢nih razlik, simulacija hamiltoniana, numeri¢no
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Hamiltonian Encoding in Quantum Simulation of Wave
Propagation, Diffusion, and Steady-State Problems

Quantum computing introduces a fundamentally new paradigm
for simulating physical systems by leveraging superposition,
entanglement, and interference to encode and manipulate
information through the dynamics of quantum states. The
application of quantum algorithms to simulate problems ba-
sed on partial differential equations (PDEs) has made some
progress, particularly through linear system solving; however,
other potentially more promising methods remain compara-
tively underexplored. Here we investigate the suitability of
selected PDEs for direct Hamiltonian mapping, examining
when and how these equations can be naturally embedded into
quantum dynamics. Our primary focus is on the wave equation,
due to its significance for electromagnetic (EM) propagation
modeling in communication systems. We further extend the
Hamiltonian encoding to the heat and Poisson equations.
Together, these equations model propagation, diffusion, and
steady-state phenomena central to physics and engineering. We
identify quantum-specific constraints that arise when mapping
these equations to quantum systems. Energy non-conservation,
realistic boundaries, and general inhomogeneous media pose
challenges not present in classical numerical schemes, such as
Yee’s finite-difference time-domain (FDTD) method. Under-
standing these limitations is essential for determining realistic
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application domains and for formulating conditions under
which quantum simulation can provide an advantage.

Keywords: quantum computing, quantum algorithms, elec-
tromagnetic propagation, partial differential equations, wave,
heat, and Poisson equations, finite difference methods, Ha-
miltonian simulation, numerical modeling, quantum annealing,
quadratic unconstrained binary optimization

1 Uvob

Richard Feynman je leta 1982 [1] prepoznal izjemen
potencial kvantnih sistemov za modeliranje in reSevanje
problemov, ki so za klasi¢ne racunalnike racunsko
neresljivi. Vizija kvantne simulacije predstavlja temelje
sodobnega kvantnega racunalniStva. Prehod s klasi¢nega
na kvantno raCunanje Stevilni vidijo kot naslednjo teh-
nolosko revolucijo, Ceprav je nekaj skepticizma Se pri-
sotnega [2]. Moc¢ kvantnih sistemov izhaja iz dveh
klju¢nih nacel: superpozicije in prepletenosti. Superpo-
zicija omogoca, da m-kubitni sistem hkrati predstavlja
2™ stanj, kar omogoc€a izjemno stopnjo paralelizma,
medtem ko prepletenost ustvarja edinstvene korelacije
med kubiti in s tem nove pristope k racunanju. Racunski
preboji na podrocju kvantne kriptografije in faktorizacije
so se kmalu razsirili na podrocja, kot sta racunska kemija
in optimizacija, ter razkrili Sirok potencial kvantnega
racunalniStva.
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Temelj kvantne mehanike predstavlja Schrodingerjeva
enacba, ki zagotavlja teoreticno osnovo za kvantno
racunalnistvo. Kubit kot osnovna informacijska enota se
lahko nahaja v stanju 0, 1 ali poljubni kvantni superpo-
ziciji obeh. Lastnost superpozicije izhaja iz linearnosti
Schrodingerjeve enacbe: Ce sta dve stanji veljavni reSitvi,
je tudi vsaka njuna linearna kombinacija veljavna resitev.
Kvantna stanja kaZejo valovno obnaSanje, kar vodi do
interferencnih pojavov, ki so kljucni za Stevilne kvantne
algoritme. Pri opisu Casovnega razvoja kvantnega sis-
tema ima Schrodingerjeva enacba obliko

oY) _
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“or EH V), (D

kjer je h Planckova konstanta in H fiksen hermitski
operator, znan kot hamiltonian zaprtega sistema. Lastne
vrednosti operatorja H ustrezajo mogocim energijskim
nivojem sistema, pri ¢emer osnovno stanje pomeni kon-
figuracijo z najniZjo energijo.

Neposredna analogija s klasi¢nim racunalnikom, ki
kvantni racunalnik obravnava kot stroj, ki izvaja ope-
racije nad kubiti z uporabo kvantnih vrat, ne poudari
dovolj dejstva, da je kvantno racunanje konceptualno
drugacno, ne le hitrejSe. Razlike se pojavijo Ze na
ravni abstrakcije vrat. V nasprotju s klasi¢nimi vrati so
kvantna vrata reverzibilna in delujejo na kubitih v super-
poziciji stanj. Kvantna vrata so unitarne transformacije,
ki v Casu razvijajo kvantno stanje sistema v skladu s
Schrodingerjevo enacbo, pri Cemer je povezava med
unitarnimi operatorji v kon¢nem c¢asovnem intervalu in
hamiltonianom sistema podana z izrazom

Ulty, ty) = emtHtz=t0)/n )

Resni¢na mo¢ kvantnega raunanja izhaja iz fizike,
ne le iz teorije informacij. Superpozicija, prepletenost
in interferenca omogocajo kvantnemu racunalniku, da
racuna z oblikovanjem dinamike amplitud namesto zgolj
z manipulacijo logi¢nih simbolov. Programiranje univer-
zalnega kvantnega racunalnika je dejansko nacrtovanje
hamiltoniana oziroma zaporedja unitarnih operacij tako,
da naravni Casovni razvoj sistema izvede izracun.

Nekateri racunski problemi se naravneje zapiSejo s
pomocjo hamiltoniana in ne z zapleteno ter neintuitivno
konstrukcijo enostavnih kvantnih vrat. Izraz “enostavna”
se nanaSa na eno- in dvokubitna vrata, ki jih je mogoce
realizirati s kratkimi, koherentnimi fizikalnimi interak-
cijami in so del univerzalnega nabora vrat kvantnega
racunalnika. Take probleme najdemo na podroc¢ju kvan-
tne kemije ali pri reSevanju linearnih sistemov.

V tem prispevku se osredotoCamo na podrazred pro-
blemov, opisanih s parcialnimi diferencialnimi enacbami
(PDE). RaziS¢emo njihovo primernost za neposredno
preslikavo na sistemski hamiltonian ter ocenimo poten-
cialne prednosti in omejitve takSnega pristopa. Poleg
osnovne valovne enacbe obravnavamo toplotno in Pois-
sonovo enacbo; skupaj tvorijo temeljno trojico linearnih
PDE drugega reda. Medtem ko valovna enacba modelira

razSirjanje valov in je hiperboli¢na, toplotna enacba
opisuje difuzijske procese in je paraboli¢na. Poissonova
enacba opisuje stacionarna stanja in je elipticna. Razu-
mevanje, kako je vsako od teh enacb mogoce ucinkovito
predstaviti in simulirati na kvantnih raCunalnikih, je
klju¢no za napredek kvantnih racunskih metod za kom-
pleksne fizikalne sisteme. IzraZene z Laplaceovim opera-
torjem za opis razsirjanja v prostoru so valovna, toplotna
in Poissonova enacba

Ou _ oy = kY, f = V2 3
ﬁfc u,gf/{ u, f = Vu. 3)

Trojica obravnavanih enacb spada med najpogosteje
uporabljene PDE v znanosti in inZenirstvu. Uporabljajo
se za modeliranje procesov v fiziki, kemiji, biologiji,
financah in racunalniski grafiki. Toplotna enacba opisuje
difuzijske procese, pri katerih se kolicine, kot so toplota,
delci in verjetnost, Sirijo v Casu, ter je kljucna pri
simulacijah hlajenja, toplotne izolacije, taljenja kovin,
finanéni matematiki in verjetnostnih procesih. Stacio-
narno ravnovesje Poissonove enacbe ima bistveno vlogo
v elektrostatiki, toplotni tehniki, problemih tlaka tekocin
in racunalniski grafiki ter na Stevilnih drugih podrocjih.
Valovna enacba opisuje raz§irjanje motenj v prostoru in
¢asu, kot so mehanski, akusti¢ni, vodni in elektromagne-
tni valovi, z uporabo v brezzi¢nih komunikacijah, optiki,
seizmoloSkem napovedovanju, medicinskem slikanju in
drugje.

Prispevek ima naslednjo strukturo. V drugem po-
glavju podamo pregled znanih pristopov k reSevanju
PDE ter izpostavimo njihove prednosti in omejitve.
Simulacijo ¢asovnega razvoja kodiranega sistemskega
hamiltoniana dodatno ponazorimo z osnovnimi mate-
mati¢nimi koncepti dveh najpomembnejsih metod. Po-
damo tudi pregled drugih pristopov, vklju¢no s kvan-
tnim reSevanjem linearnih sistemov, uporabo variacijskih
kvantnih algoritmov in pristopi s kvantnim ohlajanjem.
V tretjem poglavju se dotaknemo simulacije delovanja
hamiltoniana na kvantnem racunalniku, ki predstavlja
osnovni primitiv ve¢ metod, ne le pristopa s kodiranjem
hamiltoniana. Cetrto poglavje sistematicno obravnava
prednosti in omejitve neposrednega kodiranja ter nakaze
mogocCe poti za reSevanje glavnih ovir pri reSevanju
prakti¢nih problemov. Prispevek zaklju¢imo s sklepnimi
ugotovitvami v petem poglavju.

2 KVANTNI PRISTOPI RESEVANJA PDE

Doslej je bilo predlaganih ve¢ pristopov kvantnega
reSevanja parcialnih diferencialnih enacb, pri cemer vsak
temelji na razli¢nih predpostavkah in kvantnih primiti-
vih. Strategije za reSevanje linearnih PDE vkljucujejo:

o neposredno simulacijo ¢asovnega razvoja kvan-
tnega sistema na osnovi njegovega hamiltoniana,

« diskretizacijo prostorske domene, ki ji sledi upo-
raba kvantnega algoritma za reSevanje linearnih
sistemov,
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e uporabo variacijskih kvantno-klasi¢nih hibridnih
metod ter

o uporabo kvantnega ohlajanja (angl. quantum an-
nealing, QA) na funkcijski obliki diferencialnega
problema, ki se reSuje z minimizacijo.

Kvantni algoritmi za reSevanje parcialnih diferencial-
nih enacb so predmet vse vecjega Stevila raziskav, vendar
so v primerjavi s kvantnimi algoritmi za reSevanje nava-
dnih diferencialnih enacb (ODE) Se vedno zapostavljeni.
Algoritmi za reSevanje problemov strukturne mehanike
so obSirno obravnavani v [3], skupaj s pripadajocimi
zahtevami za kvantno strojno opremo. Drugi pregledni
Clanki o reSevanju PDE s kvantnimi algoritmi, kot je
[4], obravnavajo Se raCunsko zahtevnost in potencial
za eksponentno pohitritev, tudi v kontekstih navadnih
in nelinearnih diferencialnih enacb. Slika 1 povzema
osnovne pristope kvantnih algoritmov za reSevanje PDE,
ki jih obravnavamo v nadaljevanju.

2.1 Simulacija s casovnim razvojem kodiranega sis-
temskega hamiltoniana

Kvantno raCunanje je zaradi valovne narave kvan-
tne obdelave informacij zlasti primerno za numeri¢ne
metode reSevanja valovnih PDE. Algoritem za kvantno
simulacijo valovne enacbe (QWE) je bil prvi¢ predlagan
v [5]. Avtorji so pokazali, da je mogoce prostorsko
diskretizirano valovno enacbo z Dirichletovimi ali Neu-
mannovimi robnimi pogoji ¢asovno simulirati neposre-
dno z razvojem sistemskega hamiltoniana. Predlagana
metoda preoblikuje drugi Casovni odvod v sistem pr-
vega reda, kar omogoca zapis v obliki Schrodingerjeve
enacbe. Pretvorba ohrani Cas kot zvezno spremenljivko.
Neposredna simulacija hamiltoniana se tako ponuja kot
naravna reSitev. Implementacija predlaganega algoritma
QWE je bila analizirana v [6], kjer je bilo pokazano, da
se teoretiCna zahtevnost algoritma ujema s potencialno
izvedbo na kvantnem cipu IBM Q Melbourne, vendar
je bil algoritem Se vedno analiziran le na program-
skem simulatorju. Razen enostavnih Neumannovih in
Dirichletovih robnih pogojev z nicelnim odvodom ali
vrednostjo polja na robu je implementacija drugih robnih
pogojev Se vprasljiva, prav tako tudi reSitev drugih
prakti¢nih problemov, ki jih omenimo v nadaljevanju.

Pristop lahko okvirno ponazorimo z naslednjimi
enacbami za dvodimenzionalni primer. Diskretizirano
obliko osnovne valovne enacbe z uporabo Laplaceovega
operatorja L zapiSemo kot

2
pri Cemer @y, predstavlja vektor tock polja v pravokotni
mreZi z enotno razdaljo @ med tockami v vertikalni in
horizontalni smeri. Kvantno stanje |¢) razdelimo na del
z vrednostmi polja v vozlis¢ih ®v in na del z vre-
dnostmi na povezavah med vozlii¢i ® 5. Ce modeliramo
elektromagnetno valovanje, prve vrednosti predstavljajo
elektri¢no polje, medtem ko vrednosti na povezavah
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ustrezajo magnetnemu polju. Hilbertov prostor je tako
definiran kot vsota dveh podprostorov H = Hy & Hp.
Sistemski hamiltonian definiramo kot

1
T

z matriko B
VWe
VWe

— /W,

povratna zanka e vozli§ca ¢,
povezava e z izvornim vozlis¢em 1,
povezava e s ponornim vozliS¢em ¢,

0 sicer,
(6)
kjer indeks 7 doloCa vozlis€e in indeks e povezavo v
grafu L. UteZ w, je obi€ajno 1, razen v primeru robnih
pogojev ali nehomogenih podrocij. Costa in sod. so
pokazali, da je drugi odvod Schrodingerjeve enacbe (2)
za tako definirani hamiltonian (5) enak
2 [ &y 1L o0 dy
W{‘I’E}GQ{O BTB][Q’E}’ @
kjer je BB = L. Iz enacbe je razvidno, da Casovni
razvoj podprostora Py, ustreza reSitvi valovne enacbe
4).

V [7] smo v zgoraj opisani algoritem za kvantno si-
mulacijo valovne enacbe integrirali heksagonalne mreze
ter pokazali, da je uporaba enostavnih robnih pogojev
Se vedno mogoca. ReSitev smo proucili v kontekstu mo-
deliranja razSirjanja elektromagnetnega valovanja in jo
primerjali s klasi¢cno numeri¢no metodo FDTD. Predla-
gano reSevanje v heksagonalni mreZi izkazuje disperzijo,
primerljivo z metodami Cetrtega reda v kartezicni mreZi,
ter dosega kvadratno izboljSanje mer anizotropije.

V [8], [9] in [10] je uveden pojem “schrodinge-
rizacije” kot enotne algebrai¢ne metode, primerne za
katerokoli linearno PDE, vklju€no z nehermitskimi in
disipativnimi primeri. Enacbe so predstavljene v obliki
Schrédingerjeve enacbe v prostoru visjih dimenzij in Se
vedno zahtevajo zgolj simulacijo hamiltoniana. Metoda
kvantnim racunalnikom, ki lahko izvajajo le unitarni
casovni razvoj, omogoca simulacijo neunitarnih fizi-
kalnih procesov z integracijo v vecji hermitski sistem.
Paraboli¢ne, hiperboli¢ne in elipticne enacbe je mogoce
izraziti v tej obliki. Zal je metoda v diskretni razli¢ici
zaradi prehoda v frekvenéno domeno izredno nenatan¢na
in potrebuje izboljSave.

Za ponazoritev metode vzemimo enostavno PDE pr-
vega reda

ou(t)
ot

Pri prevedbi na hamiltonian kvantnega sistema razde-
limo linearni diferencialni operator A na hermitski H
in antihermitski del Hs:

= Au(t). 8)

A=H, —iH,
Hy = (A+ A")/2. )
Hy =i(A— A")/2
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Slika 1 Osnovni pristopi kvantnih algoritmov za reSevanje PDE

Iskani vektor w razSirimo z uvedbo nove dimenzije
prostora, pri ¢emer definiramo enodimenzionalno spre-
menljivko £ > 0

w(t, &) = e Su(t). (10)
Raz8iritev w predstavlja reSitev PDE
dw dw
— = —H1— —iHyw. 11
dt 1 e 12w (11)

Ce je reSitev w znana, je reSitev originalne enacbe
u = e*w(t,€) za & > 0. Naj bo w(t,n) Fourierova
transformacija w po spremenljivki &. Potem velja

ow

5 12)
Izraz nHy + H je hermitski, zato enacba (12) predsta-
vlja sistem nepovezanih Schrodingerjevih enacb, ki so
primerne za kvantno simulacijo.

Neunitarno dinamiko je mogoce v kvantne algoritme
uvesti tudi s pomocjo linearne kombinacije unitarnih
operatorjev (LCU) [11]. Nedavni predlog [12] je poka-
zal, da je mogocCe energijsko nekonzervativne probleme
in probleme s prostorsko spremenljivimi parametri simu-
lirati z linearno kombinacijo hamiltonianovih simulacij
(LCHS), katere temelj je LCU. Kljucni tehniki LCHS
sta ucinkovito kodiranje heterogenega medija v hamil-
tonian z uporabo tehnik minimizacije ter uporaba metod
tenzorskih mreZ za u€inkovito implementacijo kvantnega
vezja LCU.

= —i(nHy + Hz)w.

2.2 Kvantno resevanje linearnih sistemov

Linearne PDE lahko aproksimiramo s kon¢nim sis-
temom algebrai¢nih enacb z uporabo metod, kot so

konéne razlike, konc¢ni elementi in konéni volumni.
Nastali linearni sistem je primeren za reSevanje z uni-
verzalnim kvantnim algoritmom za reSevanje linearnih
sistemov. V literaturi so obicajno uporabljeni algoritem
HHL (Harrow—Hassidim-Lloyd) ter njegove razsiritve in
posplositve. HHL so leta 2009 predlagali Aram Harrow,
Avinatan Hassidim in Seth Lloyd [13]. Za dolo¢ene tipe
problemov algoritem potencialno omogoca eksponentno
pohitritev v primerjavi s klasi¢nimi algoritmi, vendar je
zelo obcutljiv za napake in Sum v kvantnih sistemih.
Implementacija HHL na dana$nji kvantni strojni opremi
ostaja velik izziv, predvsem zaradi potrebe po dolgi
koherenci stanj in zelo natan¢nih operacijah kvantnih
vrat.

Poissonova enacba z ustreznimi robnimi pogoji je
pogost testni primer kvantnih algoritmov za reSevanje
PDE z uporabo HHL. Predlogi, kot sta [14] in [3],
predpostavljajo, da je desna stran linearnega sistema
Ze pripravljena kot kvantno stanje. V [15] je diskretni
Laplaceov operator predhodno diagonaliziran z upo-
rabo diskretnih sinusnih ali kosinusnih transformacij v
regularni mrezi [16], kar poenostavi sestavo in obrat
linearnega sistema znotraj kvantnih vezij. [17] dodatno
uvede binarni razvoj funkcije, kar omogoca zamenjavo
racunsko zahtevnih operacij potenciranja iz [15] z arit-
meti¢nimi operacijami. V [18] je predlagana nadaljnja
optimizacija, ki dodatno zmanjSa zahtevnost operacij
kontroliranih rotacij.

Kvantni algoritem za resevanje linearnih sistemov je
odvisen od pogojnega Stevila matrike koeficientov. To
odvisnost je mogofe omiliti z uporabo valj¢ne baze
[19]. Pri Stevilnih PDE, zlasti elipti¢nih enacbah, to
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vodi do polilogaritmi¢nega povecanja sistema glede na
Stevilo neznank, kar ucinkovito odpravi odvisnost od
pogojnega Stevila. V komplementarnem pristopu [20] je
uporabljena spektralna metoda za reSevanje Poissonove
enacbe. Namesto diskretizacije v Casovni domeni ta
metoda kodira reSitev v spektralni domeni. Pri homo-
genih Dirichletovih ali Neumannovih robnih pogojih
metoda zrcaljenja razsiri racunsko domeno z ohranitvijo
simetrije problema.

Tudi toplotno enacbo je mogoce preoblikovati v za-
poredje linearnih sistemov oziroma casovnih korakov.
Primerjalna analiza teh tehnik in ocen njihove racunske
zahtevnosti je podana v [21], kjer so obravnavane tudi
alternativne kvantne strategije, kot so pospeseni kvantni
sprehodi (angl. fast-forwarded quantum walks), koheren-
tna diagonalizacija ter razli¢ice naklju¢nega sprehoda z
ocenjevanjem amplitud.

Pomembno je poudariti, da ima algoritem HHL vec
omejitev glede razreda linearnih sistemov, ki jih lahko
uéinkovito reSuje. Da bi nasli z, ki zados¢a Ax = b,
mora biti matrika A hermitska, vektor b pa Ze kodiran
kot kvantno stanje |b). Za dosego eksponentne pohitri-
tve mora biti A redka, uinkovito implementabilna in
imeti mora majhno pogojno §tevilo. Casovna zahtevnost
algoritma se namreC povecuje sorazmerno s kvadratom
pogojnega Stevila. Privzeta je tudi ucinkovita priprava
zacetnega stanja, ki ni predvidena v algoritmu. Za
reSevanje tega problema so Clader in sod. [22] predlagali
spremenjeno shemo inicializacije, pri kateri je zacetno
stanje prepleteno z dodatnim (angl. ancillary) kubitom.

Algoritem HHL se opira na simulacijo hamiltoniana,
podobno kot pristopi, ki problem neposredno kodirajo
v hamiltonian. Ker se zahtevnost HHL povecuje s po-
gojnim Stevilom matrike koeficientov, se za izboljSanje
ucinkovitosti pogosto uporablja tehnika predpogojevanja
(angl. preconditioning) [22]. IzraCunane reSitve, predsta-
vljene kot kvantno stanje A~ |b), ni mogoce neposredno
odcitati, kar velja tudi za pristop, ki neposredno kodira
PDE v sistemski hamiltonian. Za dosego eksponentne
pohitritve je izhod algoritma obicajno le pri¢akovana
vrednost (x| M |z) danega problema z znanim opera-
torjem M.

2.3 Uporaba variacijskih kvantnih algoritmov

Variacijski kvantni algoritmi (VQA) predstavljajo ra-
zred hibridnih kvantno-klasi¢nih algoritmov, ki upora-
bljajo variacijsko optimizacijo za reSevanje racunskih
problemov z uporabo omejenega Stevila kubitov in pli-
tvih kvantnih vezji [23]. Zasnovani so za kvantno strojno
opremo v bliZnji prihodnosti [24]. VQA preoblikujejo
kvantne probleme v optimizacijske naloge, kjer je cilj
minimizirati cenovno ali energijsko funkcijo z nasta-
vljanjem parametrov kvantnega vezja, imenovanega tudi
“ansatz” ali nastavek. Optimizacijska zanka zdruzuje
pripravo kvantnega stanja in meritve na kvantnem pro-
cesorju s klasi¢nimi optimizacijskimi postopki.
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VQA so bili Ze predlagani za reSevanje Poissonove
enacbe. V [25] je variacijski nastavek zasnovan tako, da
minimizira ostanek diskretizirane Poissonove enacbe, pri
¢emer uporablja razli€ico nastavka na osnovi kvantnih
izmeni¢nih operatorjev (angl. quantum alternating ope-
rator ansatz) [26]. [27] uporablja podobno variacijsko
nacelo za dosego istega cilja. Rezultati prakti¢nih pri-
merjalnih testov teh teoreti¢nih pristopov so dostopni
v [28]. Ocenjena je zmogljivost in obcutljivost za Sum
VQA za Poissonovo enacbo na realni kvantni strojni
opremi.

2.4 Kvantno ohlajanje

Kvantno ohlajanje (angl. quantum annealing, QA)
je alternativni pristop k reSevanju racunskih problemov
z neposrednim razvojem specificnih ¢asovno odvisnih
hamiltonianov, kjer ciljno osnovno stanje kodira iskano
reSitev. Namesto neposredne simulacije QA vzpostavi
osnovno stanje enostavnega hamiltoniana in ga nato
adiabatsko preoblikuje v hamiltonian zastavljenega pro-
blema, pri ¢emer izkoriS¢a pojav kvantnega tuneliranja.
Adiabatski razvoj kvantnega sistema zagotavlja, da sis-
tem v osnovnem stanju ostane v stanju najniZje ener-
gije, ¢e se hamiltonian sistema spreminja dovolj pocasi
[29], [30]. Ceprav je adiabatsko kvantno ralunanje po
racunski moci dokazljivo enakovredno univerzalnemu
kvantnemu racunalniku, prakti¢ni kvantni ohlajevalniki
omejujejo dovoljene hamiltoniane, zaradi Cesar trpi uni-
verzalnost, a so eksperimentalno bistveno dostopne;jsi.
V nasprotju z univerzalnimi kvantnimi racunalniki, ki
so Se v povojih, je danes Ze na voljo strojna oprema
za kvantno ohlajanje s tisoCi kubitov. Podobno kot v
VQA je tudi v QA cilj poiskati stanje najniZje energije
kvantnega sistema, ki ustreza reSitvi problema, vendar
je nacin doseganja takSnega stanja bistveno drugacen.

Pomemben razred problemov, ki jih je mogoce
reSevati s QA, so problemi, ki jih je mogoce for-
mulirati kot kvadratno neomejeno binarno optimizacijo
(QUBO). Matemati¢na formulacija QUBO omogoca za-
pis Sirokega nabora optimizacijskih problemov, vklju¢no
z binarnim celostevilskim programiranjem, kvadrati¢nim
programiranjem in kombinatori¢cno optimizacijo. Za
reSevanje problema QUBO s kvantnim ohlajanjem se
obicajno izvede pretvorba v Isingov model [31], [32].
Formulaciji sta matemati¢no in rac¢unsko ekvivalentni,
a je Isingov model bliZji razpoloZljivi strojni opremi.
Ob koncu ohlajanja se sistem nahaja v osnovnem stanju
Isingovega hamiltoniana, kar ustreza priblizni reSitvi
optimizacijskega problema. Pomembno je poudariti, da
obstoj kvantne prednosti za QA Se ni dokonéno dokazan.
Poleg tega je metoda omejena na reSevanje problemov
stacionarnih stanj.

Ena prvih demonstracij reSevanja diferencialnih enacb
s kvantnim ohlajanjem je predstavljena v [33]. Funk-
cionalna oblika diferencialnega problema, primerna za
minimizacijo, je preoblikovana v diskretizirano obliko in
formulirana kot kombinatori¢ni optimizacijski problem.
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Kon¢ni problem ima obliko NP-tezkega problema binar-
nega barvanja grafa.

Hibridni kvantno-klasi¢ni pristop reSevanja toplo-
tne enacbe je raziskan v [34]. Kvantno ohlajanje je
uporabljeno kot podprogram v iterativni shemi. Pri
reSevanju izvornega linearnega sistema je uporabljena
Gauss—Seidlova metoda, sistem pa je razdeljen na
racunske bloke z Dirichletovimi robnimi pogoji. Metoda
je bila implementirana in preizku$ena na kvantnih ohla-
jevalnikih podjetja D-Wave Systems [35].

Omenjeni kvantni ohlajevalnik je bil uporabljen tudi
v [36] za reSevanje toplotne in Poissonove enacbe za
kvadratno povr§ino s fiksnimi temperaturnimi robnimi
pogoji, pri Cemer je bil uporabljen ohlajevalnik z vec
kot 5.000 kubiti. Tako kot v [34] je bila diskretizi-
rana PDE najprej zapisana kot sistem linearnih enacb
in nato razdeljena na manjSe podsisteme. Konvergenca
Gauss—Seidlove metode je bila izboljSana z blokovno za-
poredno prekomerno relaksacijo (angl. block successive
over-relaxation). Podsistemi so bili nato preoblikovani v
probleme QUBO in reSevani na kvantnem ohlajevalniku.
Omeniti moramo Se [37], ki opisuje soroden pristop, pri
katerem je bil sistem linearnih navadnih diferencialnih
enacb, torej enostavnejSe oblike sploSnega diferenci-
alnega problema, preoblikovan v obliko, primerno za
kvantno ohlajanje.

2.5 Drugi pristopi

Novejsi kvantni algoritem zmanjSuje racunsko obre-
menitev, povezano s kvantno aritmetiko in simulacijo
hamiltoniana z reSitvijo, ki temelji na kontroliranih
rotacijah [38]. V kontekstu nelinearnih PDE [39] je
v [40] predlagano reSevanje sistemov navadnih dife-
rencialnih enacb, dobljenih z diskretizacijo nelinearnih
PDE, z algoritmom kvantnega ocenjevanja amplitud
[41]. Metoda vkljucuje tocke Gauss—Lobatto—Chebyshev
in interpolacijo s kubi¢nimi zlepki, njena ucinkovitost pa
je demonstrirana na enodimenzionalni toplotni enacbi.

3 SIMULACIJA HAMILTONIANA

Casovni razvoj kvantnega sistema za &asovno neodvisen
hamiltonian je unitarna transformacija. Vsako unitarno
operacijo nad kubiti je zaradi univerzalnosti kvantnega
racunalnika mogoce realizirati s koncnim zaporedjem
kvantnih vrat. V praksi je neposredna dekompozicija
¢asovnega razvoja e~ ' na vrata pri velikih in struk-
turiranih hamiltonianih pogosto neobvladljiva. Da bi
se izognili eksponentnemu naras€anju Stevila potreb-
nih vrat, delovanje hamiltoniana simuliramo, ne da bi
oblikovali celotne matrike, na primer z uporabo Trot-
ter—Suzukijevega razcepa kot najenostavnejse metode.
Poudariti je treba, da simulacija Se vedno poteka na
kvantnem racunalniku, ne na klasicnem: definiramo ha-
miltonian kvantnega sistema, ki modelira realni problem,
nato ga simuliramo znotraj kvantnega sistema kvantnega

racunalnika. Simulacija hamiltoniana je aproksimacija in
zato na reSitev vpliva na kvantno specifi¢en nacin.

Na splo$no so simulirani hamiltoniani zelo kom-
pleksni, pogosto vkljuCujejo veckubitne interakcije ali
prepletenost. Ker kvantni racunalnik izvaja operacije z
uporabo kvantnih vrat, ki delujejo le na enem ali dveh
kubitih hkrati, je treba hamiltonian razstaviti v obliko,
primerno za implementacijo. Pogost pristop je zapis
hamiltoniana kot vsote tenzorskih produktov Paulijevih
matrik in operatorja identitete [42]. Z zapisom v Pauli-
jevi bazi dobimo preslikavo na standardna kvantna vrata.

Eksponent vsote tenzorskih produktov Paulijevih ma-
trik v Casovnem razvoju kvantnega sistema zaradi ne-
komutativnosti ni enak vsoti eksponentov posameznih
tenzorskih produktov Paulijevih matrik, zato je potrebna
aproksimacija. V ta namen se pogosto uporablja de-
kompozicija Trotter—Suzuki [43], [44]. Metoda razdeli
Cas evolucije na manjSe intervale in zaporedno upo-
rabi eksponente posameznih Paulijevih ¢lenov, s Cimer
se rezultat pribliza pravi vrednosti. Napaka Trotterjeve
aproksimacije prvega reda je O(t?/n), kjer je n Stevilo
casovnih intervalov. Za doseganje vecje natancnosti je
mogoce uporabiti Suzukijeve formule vi§jega reda.

IzboljSano asimptoticno obnaSanje doseZzemo z
uteZeno vsoto unitarnih operatorjev, ki jo realiziramo
z uporabo pomoznih kubitov in ojacanih amplitud.
Opisani pristop je dejansko implementacija Casovnega
razvoja sistema v obliki okrnjene Taylorjeve vrste [45].

Kubitizacija (angl. qubitization) je zmogljiva tehnika,
ki integrira hamiltonian v blokovno kodiran unitarni
operator. Z uporabo polinomskih transformacij lastnih
vrednosti unitarnega operatorja in skrbno zasnovanega
zaporedja enokubitnih rotacij metoda doseZe skoraj op-
timalno kompleksnost Stevila kvantnih vrat [46], [47].

Variacijski kvantni algoritmi ponujajo alternativno
reSitev, pri kateri se dinamika hamiltoniana aproksimira
s parametriziranim kvantnim vezjem [48]. Druge stra-
tegije, vklju¢no z nakljuénimi metodami in kvantnimi
sprehodi, Ceprav teoreti¢no izvedljive, so v praksi tezko
izvedljive.

Na podrocju razvoja kvantnih vezij za simulacijo tako
redkih kot gostih hamiltonianov je bil v zadnjem Casu
doseZzen znaten napredek [49], [50], [51]. Pricakovati
je, da se bosta algoritemska natancnost in strojna
ucinkovitost Se naprej izboljSevali. Primer je nedavna
izboljSava simulacije z uporabo ojacenja spektra v kom-
binaciji z optimizirano tenzorsko faktorizacijo [52].

4 PREDNOSTI IN OMEJITVE
NEPOSREDNEGA KODIRANJA

Temeljna prednost kvantnega racunanja, ne le pristopa z
neposrednim kodiranjem hamiltoniana, je prostor stanj,
katerega velikost z naraScanjem Stevila kubitov ekspo-
nentno raste. Ta lastnost se v ustrezno zasnovanem
algoritmu kaZe kot eksponentna pohitritev in je lahko
koristna za znanstvene raunske probleme, ki temeljijo
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na obravnavanih PDE. Na primer, finejSa prostorska in
Casovna diskretizacija v klasiCnem racunanju izboljSa
natanénost in stabilnost resitve, kar ponazarja znani Co-
urant-Friedrichs—Lewyjev (CFL) pogoj metode kon¢nih
razlik v ¢asovni domeni (FDTD).

Uporaba kvantnih algoritmov za numeri¢no simula-
cijo prinasa edinstvene izzive v kvantni obdelavi infor-
macij, ne le izjemne prednosti masivnega paralelizma.
Prisotne so nove specificne omejitve s prakticnimi posle-
dicami za uporabo obravnavanih algoritmov. Na primer,
pri simulaciji valovanja amplitude valov predstavimo z
amplitudami posameznih kvantnih stanj. Ker je vsota
kvadratov kvantnih amplitud vedno ena, se mora energija
simuliranega problema ohranjati. Neumannovi in Diri-
chletovi robni pogoji se zoZijo na primere, ko sta odvod
in vrednost polja na robu enaka ni¢. Absorpcijski robni
pogoji, ki ucinkovito simulirajo odprte meje in absorbi-
rajo izhodne valove, krSijo zahtevo ohranitve energije,
razen Ce absorbirana energija na neki nacin ostane
znotraj sistema ali je potencialno korigirana s ¢asovno
odvisnim hamiltonianom. UpoStevanje poSevnih robnih
pogojev, zagotavljanje natan¢nih odbojev in prehodov v
nehomogenih medijih razSirjanja valov ter drugi, za zdaj
Se neprepoznani problemi imajo v klasi¢nih algoritmih
Ze uveljavljene resitve, medtem ko v kvantnem pristopu
neposrednega kodiranja hamiltoniana zanje trenutno Se
ni ustreznih reSitev. V nadaljevanju izpostavimo najpo-
membnejSe odprte probleme algoritmov z neposrednim
kodiranjem hamiltoniana, s povzetkom v tabeli 1.

4.1 Omejitve diskretizacije

Klasi¢na simulacija FDTD diskretizira prostor in Cas,
medtem ko kvantni algoritem, ki temelji na ¢asovnem
razvoju, diskretizira le prostor in i$Ce reSitev v zveznem
¢asu. Pomembno je poudariti, da simulacija hamiltoni-
ana, ki je sestavni del predlaganih kvantnih algoritmov,
vkljucuje diskretizacijo Casa, vendar tega ne smemo
zamenjevati z zvezno ¢asovno obravnavo v algoritmu.
Napak, ki izhajajo iz izbrane aproksimacije matricnega
eksponenta na eni strani in ¢asovnih korakov metode
FDTD na drugi, ni mogoce obravnavati enako. Prva vrsta
napake je strogo omejena navzgor [49]. Ker je kvantni
algoritem po svoji naravi le delno diskreten, bo izkazoval
lastnosti, ki so bile v klasi¢nih algoritmih proucevane le
v omejenem obsegu.

4.2 Topologija in gostota mreZe

V klasi¢nih algoritmih ima gostitev mreZe diskretiza-
cije omejeno prakti¢no vrednost, saj naras¢ajoca Casovna
zahtevnost hitro onemogoci izvedbo izraCunov v razu-
mnem casu. Poleg tega finejSa prostorska diskretizacija
pri dani topologiji mreZe, ki jo je zaradi eksponentne
rasti prostora stanj sicer lazje dose¢i v kvantnih pri-
stopih, ne more odpraviti vseh vrst napak. Numeri¢ne
metode so podvrZzene disperziji, napaki, ki nastane zaradi
diferen¢nih aproksimacij odvodov. Ta lastnost lahko vodi
do nefizikalnih pojavov, kot je anizotropija. Tehnika
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zgostitve mreZe in ustrezna implementacija robnih po-
gojev lahko le delno zmanjSata nekatere napake ter
izboljSata natancnost simulacij. V klasi¢nih algoritmih
je problematicen tudi prevelik Casovni korak, ki vodi
do nestabilnosti, povzroca divergenco numericne resitve
ali pojav oscilacij. Zvezni €as kvantnega pristopa lahko
nekatere artefakte omili, drugi, kot je anizotropija, osta-
jajo. Proucevanje alternativnih topologij mreZ za kvantne
algoritme je zato Se vedno nujno in koristno, kot smo
Ze pokazali v [7].

4.3 Zahteva po ohranitvi energije

V kvantni mehaniki je amplituda kvantnega stanja
predstavljena s kompleksnim Stevilom, katerega kvadrat
absolutne vrednosti dolo€a verjetnost, da bo sistem ob
meritvi zaznan v doloCenem stanju. Zahteva, da je vsota
verjetnosti enaka ena, ustreza ohranitvi klasi¢ne energije
v simuliranem problemu, kar izkljucuje Stevilne scena-
rije, ki jih klasi¢ni numeri¢ni algoritmi lahko obravna-
vajo. Omejitve je najlaZje ponazoriti na primeru simula-
cije razSirjanja elektromagnetnega valovanja kot primera
valovne PDE. Izvora zveznega valovanja v tem okviru ni
mogoce simulirati, saj bi tak pristop povzro€il naras¢anje
energije polja skozi celotno simulacijo. Primernejsi so
problemi impulznega razSirjanja valov, za katere so
znacCilni elektromagnetni valovi kratkega trajanja in vi-
soke intenzitete. Te predstavimo kot zaCetno kvantno
stanje, ustrezno skalirano z verjetnostnim kriterijem. Ena
izmed moZnosti, ki jih je smiselno prouciti za omilitev
te omejitve, je uvedba skritih dimenzij Hilbertovega
prostora.

4.4 Splosnost robnih pogojev

Najpreprostejsi Neumannovi in Dirichletovi robni po-
goji morajo zaradi naCela ohranjanja energije predposta-
viti, da je odvod ali vrednost polja na robu enaka nic.
Absorpcijski robni pogoji, ki simulirajo odprte meje in
absorbirajo izhodne valove, to nacelo krSijo. Potencialna
reSitev je zadrZati absorbirano energijo znotraj sistema
ali jo zmanjSati s Casovno odvisnim hamiltonianom.
V primeru toplotne enacbe nicelni odvod kot robni
pogoj modelira toplotno izolirano racunsko domeno.
Prenos toplote v okolico ali periodi¢ni robni pogoji Se
niso ustrezno obravnavani v okviru kvantnih algoritmov.
Podobne tezave se pojavijo pri iskanju ravnovesja, kot
ga opisuje Poissonova enacba. Poleg podpore razlicnim
vrstam robnih pogojev je aktualen tudi problem poSevnih
robov, ki niso poravnani z mreZo diskretizacije. Osnovni
matemati¢ni izziv podpore splo§nim robnim pogojem pri
preslikavi obravnavanega problema na sistemski hamil-
tonian je simetrizacija Laplaceovega operatorja, ki ni
trivialna in zahteva premisljene pristope.

4.5 Modeliranje nehomogenih domen

Materiale simuliranih racunskih domen je trenutno
mogoce vkljuciti v simulacijo z ustreznim uteZevanjem
Clenov Laplaceovega operatorja, ¢e ti ne povzrocajo
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Tabela 1 Odprti problemi reSevanja osnovnih PDE v kvantnih algoritmih z neposredno preslikavo na sistemski hamiltonian

Tema

Problem

Izvedljivost in vodila

Osnovna preslikava PDE v okvir
Schrodingerjeve enacbe

Razvoj in analiza osnovnih
formulacij, vklju¢no z metodami
schrodingerizacije in neunitarne
dinamike.

Costa in sod. so Ze prikazali
osnovno preslikavo za valovno
enacbo. RazSiritev na paraboli¢ne
in elipticne enacbe temelji na te-
oriji. PDE in na relacijah med
enacbami.

Prostor in Cas

Analiza vpliva prostorske diskreti-
zacije in ohranitve zveznega Casa
na lastnosti, kot sta stabilnost
racuna in razSirljivost reSitve.

Sistemati¢na prilagoditev znanih
rezultatov analize klasi¢nih nu-
meri¢nih metod.

Mreza diskretizacije

Obravnava pravokotnih in
alternativnih  mrez, kot SO
dvodimenzionalne  heksagonalne
mreze in tridimenzionalne

tetradekaederske/dualno-
tetraedrske mreZe.

Obravnava lahko sledi pristopom
analize v klasi¢nem racunanju, kot
je bilo prikazano za heksagonalne
mreze in valovno enacbo v [7].

Neohranitev energije

Razvoj algoritmov, ki omogocajo
simulacijo energijsko nekonzerva-
tivnih problemov ob hkratnem
ohranjanju kvantne konsistentnosti.

Uvedba skritih dimenzij Hilberto-
vega prostora ali obravnava pro-
blema v frekven¢nem prostoru, kot
je predlagano v [8].

Robni pogoji

Raziskava splos$nih tipov robnih
pogojev, kot so periodi¢ni in
absorpcijski, ter robnih pogojev,
ki geometrijsko niso poravnani z
mrezo diskretizacije.

Prilagoditev klasi¢nih numeri¢nih
reSitev omejitvam kodiranja sis-
temskega hamiltoniana.

Nehomogene domene

Upostevanje materialov simulira-
nih racunskih domen.

Poleg nastavitve ustreznih utezi La-
placeovega operatorja se integrirajo
reSitve neohranitve energije zaradi
mogoce absorpcije.

Simulacija hamiltoniana

Raziskava vpliva tehnik simula-
cije na numeri¢no natan¢nost, kon-
vergenco in ujemanje izraCunanih
reSitev s fizikalno realnostjo.

Metode simulacije hamiltoniana so
dobro proucene, z analiticno ome-
jenimi napakami in znanimi kon-
strukcijami kvantnih vezij.

Nastavitev zaCetnega stanja in bra-
nje koncnega stanja

Splosen problem prehoda med
klasi¢nim in kvantnim prostorom.

Kvantni algoritem se uporabi kot
podprogram drugega kvantnega al-
goritma ali pa se bere le reduciran
rezultat v smislu pricakovane vre-
dnosti.

izgub. Simulacija izgub zaradi absorpcije, ki na primer
povzroca slabljenje valov med razSirjanjem, trenutno ni
mogoca.

4.6 Metoda simulacije hamiltoniana

Simulacija hamiltoniana vpliva na kakovost resitve,
zato je potrebna identifikacija najprimernejSega pristopa.
Razli¢ni problemi vodijo do hamiltonianov z razli¢nimi
matemati¢nimi in fizikalnimi lastnostmi. Zaradi te ra-
znolikosti se lahko izbira algoritma za simulacijo in
potrebnih virov (Stevilo kubitov, globina vezja) med

primeri razlikuje za vec¢ velikostnih redov. Nacin kodi-
ranja hamiltoniana vpliva na redkost (Stevilo nenicelnih
Paulijevih Clenov), lokalnost operatorjev, obcutljivost
za napake ter Stevilo kvantnih vrat. Vpliv izbrane
simulacije je treba prouliti za vsak primer posebe;j.
Metoda Trotter—Suzuki daje prednost lokalnim hamil-
tonianom z majhnim Stevilom clenov. Kubitizacija je
zlasti uCinkovita pri redkih hamiltonianih z ucinkovito
izraunljivimi matri¢nimi elementi. Variacijski pristopi
so primernejSi za Sumne arhitekture in plitva vezja.
Izbira najprimernejSe metode, ki zagotavlja najboljse
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ravnovesje med natannostjo in robustnostjo, ostaja eden
od odprtih problemov.

4.7 Priprava zacetnega stanja in branje rezultatov

Pri izvajanju kvantnega algoritma v Hilbertovem pro-
storu stanj se obicajno pri¢akuje eksponentna ali kvadra-
tna pospesitev, medtem ko priprava zaCetnega stanja in
branje rezultatov ostajata problemati¢na, kar je znacilno
tudi za Stevilne druge kvantne algoritme. Kvantni sistemi
imajo lahko ogromno Stevilo baznih stanj glede na
Stevilo vhodnih kubitov, ki jih klasi¢ni racunalniki ne
morejo niti pomniti. Priprava poljubnega stanja zahteva
nadzor nad amplitudami in fazami vsakega baznega
stanja. Z naras¢anjem velikosti kvantnega sistema Stevilo
parametrov, potrebnih za doloCitev zacetnega stanja,
eksponentno narasCa, zaradi Cesar je nalogo vse tezje
izvesti. Izjema je priprava enostavnih zacetnih stanj,
ki vkljucuje superpozicijo in prepletanje med kubiti v
osnovnem stanju.

Prehod med klasi¢nim in kvantnim svetom, bodisi v
fazi priprave vhodnih podatkov bodisi v fazi pridobi-
vanja rezultatov, ostaja odprt problem, ki ni specificen
za obravnavano tematiko PDE. Branje celotnega nabora
amplitud kvantnih stanj je zamudno, zahteva Stevilne po-
novitve celotnega algoritma in lahko iznici potencialno
pospesitev. TeZave s pripravo vhoda oziroma branjem
izhoda izginejo, kadar se kvantni algoritem uporabi
kot podprogram drugega kvantnega algoritma ali kadar
je potreben le reduciran rezultat v smislu pricakovane
vrednosti.

5 ZAKLJUCEK

V prispevku smo se osredotoCili na podrazred proble-
mov, opisanih s parcialnimi diferencialnimi enacbami,
in analizirali njihovo primernost za neposredno presli-
kavo na sistemski hamiltonian. Osrednja hipoteza je,
da je mogoce doloCene razrede parcialnih diferencialnih
enacb bolj naravno in uéinkovito simulirati na kvantnih
napravah, ¢e jih neposredno preslikamo na sistemski
hamiltonian, namesto da bi se zanaSali na kvantno
reSevanje linearnih sistemov in druge pristope, predsta-
vljene v stanju raziskav na tem podrocju. Pri simulaciji
Casovnega razvoja kodiranega sistemskega hamiltoni-
ana se izognemo uporabi algoritma HHL. Menimo, da
izlocitev algoritma HHL prinaSa prednosti, saj ta stremi
k univerzalnosti, ki jo je v kvantnem svetu teZje doseci
kot v klasi¢nem.

Ocenjujemo, da obstajajo dobre moznosti za razsiritev
obstojeCega osnovnega pristopa preslikave valovne
enacbe na druge kanoni¢ne tipe PDE, ki opisujejo
razlicne fizikalne procese. Dotaknili smo se nekaterih
specificnih omejitev kvantnih algoritmov v kontekstu
treh tipov enacb ter simulacije hamiltoniana, potrebne
za Casovni razvoj kodiranega problema.

Predstavljeni odprti problemi in moZnosti njihovega
reSevanja izhajajo iz Zelje po nadgradnji osnovnih

ROMAN NOVAK

konceptov kvantnega reSevanja PDE v obliko, ki bo
omogocala obravnavo realnih problemov v smislu pod-
pore kompleksnim robnim pogojem, heterogenim ma-
terialom racunskih domen in dinamiki, ki ne ohranja
energije simuliranega problema.
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