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Povzetek. V Clanku opisujemo binarna zaporedja, kjer se omejimo na aperiodi¢ne avtokorelacijske funkcije.

stranskega reznja. V praksi so potrebna binarna zaporedja, ki imajo ¢im boljSo vrednost glede na eno ali drugo

mero, saj Zelimo pri komunikacijah poslati signal najboljSe kakovosti z najmanjSo porabo energije. Znano je

tudi, da ¢e Zelimo izboljsati eno mero, drugo pokvarimo. V ¢lanku nas zanima, koliko sta narazen dve binarni

Distance of nonperiodic binary sequences with respect to
two measures of autocorrelation properties

The paper describes binary sequences of aperiodic autocorre-
lation functions. Two measures to evaluate the autocorrelation
properties are known in the literature, i.e., the merit factor and
the peak sidelobe level. In practice, binary sequences of the
best possible value with respect to one or the other measure
should be used as communication systems need to transmit the
signal of optimal quality while minimizing power consump-
tion. As known, when one measure is improved, the other
deteriorates. The paper investigates how far the two binary
sequences are apart when they are optimized according to both
measures. The issue of whether using both measures together
is beneficial for problem optimization is also discussed.

Keywords: binary sequences, low autocorrelation functions,
peak sidelobe level, merit factor

1 Uvob

Binarna zaporedja, ki imajo dobre avtokorelacijske last-
nosti, so v praksi zelo zazelena. Njihovo uporabnost
najdemo v digitalnih komunikacijah, procesiranju sig-
nalov [25], [26], [13] in kriptografiji, z njimi pa se
ukvarjajo tudi v fiziki [2], [21], kemiji in matematiki [3],
(11, [23], [4], [12], [24].

Uporaba tak$nih zaporedij v digitalnih komunikacijah
omogoca ucinkovit prenos informacij. NajenostavnejSa
fazna modulacija preklaplja med dvema fazama, po
navadi med 0° in 180°, kar lahko oznaimo s + in
—. TaksSno zaporedje je sestavljeno iz elementov dveh
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vrednosti, zato ga imenujemo binarno zaporedje. Cilj
satelitskih komunikacij je poslati signal najboljse kako-
vosti z najmanjSo porabo moc¢i in najmanjSo pasovno
Sirino s pomocjo najenostavnejSe strojne opreme [27].
Na iskanje binarnih zaporedij lahko pogledamo kot na
optimizacijski problem. V literaturi sta znani dve meri, s
katerima ocenimo, kako dobre avtokorelacijske lastnosti
ima dano binarno zaporedje. To sta Golayev faktor (angl.

v

v

s PSL.

Razlikujemo dve skupini avtokorelacijskih funkcij:
periodi¢ne in aperiodi¢ne (neperiodi¢ne). Za prvo sku-
pino v literaturi najdemo konstrukcijske metode za
generiranje binarnih zaporedij, ki ustrezajo nekaterim
kriterijem. Pregledni ¢lanek [15] predstavlja aperiodi¢na
zaporedja in njihovo uporabo pri aktivnem zaznavanju.
V tem Clanku se bomo omejili na aperiodi¢na binarna
zaporedja. Omenimo Se predhodni objavi na konferenci
ERK [7], [10].

Osnovno vpraSanje, s katerim se ukvarjamo v ¢lanku,
je sledece. Dani imamo binarni zaporedji dolZine L in
prvo zaporedje naj ima minimalno vrednost PSL, drugo
pa maksimalno vrednost MF. Zanima nas, koliko se
razlikujeta ti binarni zaporedji.

Glavna doprinosa v ¢lanku sta naslednja:

« Podan je odgovor, za koliko se razlikujeta binarni
zaporedji dolzine L, ¢e primerjamo tisto z naj-
bolj$im merit faktorjem s tisto z najboljSo vredno-
stjo PSL.

o Na podlagi eksperimentalnega dela smo izpeljali
odvisnost med razliko binarnih zaporedij in njihovo
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dolZino.

Preostanek clanka je organiziran sledece. V 2. po-
glavju opiSemo problem iskanja aperiodi¢nih binar-
nih zaporedij z nizkimi avtokorelacijskimi vrednostmi.
V 3. poglavju predstavljamo osrednji del ¢lanka. V njem
podamo glavni rezultat, kako je razdalja med binarnimi
zaporedji z najboljSimi znanimi vrednostmi MF in zapo-
redji z najboljSimi znanimi vrednostmi PSL odvisna od
njihove dolZine. Sledi zaklju¢no poglavje, kjer podamo
kratko diskusijo in izpostavimo smernice za nadaljnje
raziskave.

2 OPIS PROBLEMA

Binarno zaporedje S:
B SL—l); (1)

dolzine L je zaporedje, kjer imajo vsi elementi s;, ¢ €
{0,...,L—1} le dve vrednosti, in sicer +1 ali —1. Ape-
riodi¢na avtokorelacijska funkcija binarnega zaporedja S
pri zamiku k je definirana kot:

S = (s, 81, - -

L—k—1
Cr(S) = Z 8iSitk,
i=0
sak=—(L-1),...,~1,0,1,....L —1. (2)

Prva mera, s katero opiSemo kakovost binarnega za-

v

rana [20]:
PSL(8) = iax |Ck(S)| @

Glavni cilj v praksi je poiskati binarna zaporedja, ki
imajo minimalno vrednost PSL. ReZenj Cy imenujemo
glavni reZenj, preostali (Cy,k =1,2,..., L —1) pa pred-
stavljajo stranske reznje. Stranski reznji so simetricni,
kar lahko vidimo tudi v enacbi (2), in se pojavijo na obeh
straneh ob glavnem reZnju. Zelimo, da imajo binarna
zaporedja ¢im nizjo vrednost PSL.
Druga mera za kakovost binarnega zaporedja S je
Golayev faktor MF [17], ki ga izraCunamo:
L2

kjer je energija E zaporedja S definirana kot:
L—1
E(S) =) _C}. Q)
k=1

Zelimo, da imajo binarna zaporedja ¢im visji MF, kar
z drugimi besedami pomeni ¢im manjso energijo E.

Naj bo S, mnozica vseh binarnih zaporedij dolZine
L. Z MFy, ozna¢imo optimalno (maksimalno) vrednost
merit faktorja v mnozici Sp.:

MFy, = Imax MF(S). (6)
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V splosni obliki problem labs (binarna zaporedja z
nizkimi avtokorelacijskimi vrednostmi) lahko zapiSemo
kot [19]:

lim sup MFYy,. (N

L—oo

Vrednost limite v enacbi (7) Se dandanes ostaja ne-
znanka in problem labs nereSen. Golay [18] je zapisal
domnevno asimptoti¢no vrednost MF = 12,3248 za zelo
dolga zaporedja. Do danes Se ne poznamo binarnega
zaporedja, ki bi imelo MF > 10 pri L > 13, Ceprav
racunalni$ka zmogljivost raste iz dneva v dan in nam
omogoca iskanje daljSih zaporedij.

2.1 Zgled

PrikaZimo izracun avtokorelacijskih funkcij na binar-
nem zaporedju s sedmimi elementi (L = 7):

S = (807 S1, 52,53, 54, S5, 86)'

S pomocjo enacbe (2) izracunamo vrednosti avtokorela-
cijskih funkcij Cy za k=1,2,...,6:

C1 = 5051 + 8152 + 5253 + 5354 + 5455 + 5556,

Cy = 5052 + 5153 + 5254 + 5355 + 5456,

O@ = 50S6-

Clen Cy smo izpustili, saj ni vkljuCen v enacbah (3)
in (4). Omenimo, da ima vsak C} natanko L — k
elementov. Za nekaj primerov zaporedij za L = 7 in
L = 21 so izraCunane vrednosti PSL in MF prikazane
v tabeli 1. Izpostavimo lahko:

e Pri dolZini L = 7 lahko opazimo, da ima binarno
zaporedje s PSL = 1 vrednost MF = 8,16667 (to

........

evee

JROP

da ima binarno zaporedje S; vrednosti PSL = 2

(najnizji znani PSL) in MF = 6,48529, medtem ko
ima binarno zaporedje Sg vrednosti MF = 8,48077
(najvi§ji znani MF) in PSL = 3.

Absolutne vrednosti avtokorelacijskih funkcij za bi-
narni zaporedji S7 in Ss so prikazane na sliki 1. Pri
zaporedju Sg opazimo, da imata Cg in Cig vrednost
—3 (absolutno vrednost 3) ter simetricno enako na levi
strani slike. Ceprav ima zaporedje S; slabfo vrednost
PSL, dosega boljso (visjo) vrednost MF.

Zaporedje Sy, kjer je PSL =1, je tudi optimalno
za dolZino 7 in je znano kot Barkerjevo zaporedje (po
definiciji so to zaporedja s PSL = 1). Omenimo Se,
da ima najdaljSe znano Barkerjevo zaporedje dolZino
L=13.
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Tabela 1: Vrednosti PSL in MF izbranih binarnih zaporedij dolzin L = 7 in L = 21.

L Binarno zaporedje PSL | MF
7 S =(1,1,1,1,1,1,1) 6 0,26923
7 Sy =(-1,-1,-1,1,1,1,1) 4 0,7
7 S3=(1,-1,1,1,1,1,1) 3 1,28947
7 Sy =(1,1,1, 1, 1,1,-1) 1 8,16667
21 S5 =(1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,—-1,1,-1,1,-1,1,-1,1, —1,1) 20 | 0,07682
21 | S¢ =(-1,-1,-1, 1, 1, 1,— 1, -1,-1,-1,-1,1,-1,1,-1,1,1,—-1,1,1,-1) 3 2,97973
21 S;=(-1,1,1,-1,1,-1,1,1,-1,1,1,1,—-1,1,1,1,1,1,-1,—1,—1) 2 6,48529
21 Sg=(-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,-1, -1, 1, 1,-1,1,-1,1,-1,1,1,-1) 3 8,48077
¢e v zaporedju zamenjamo vse —1 z 1 in obratno,
& dobimo prvo simetrijo. O preostalih simetrijah pa lahko
o bralec razlago s primeri najde v [6]. Povejmo, da
- imajo zaporedja lihih dolZin vsaj 4 simetri¢ne optimalne
S 9o reSitve, zaporedja sodih dolZin pa imajo vsaj 8 sime-
triCnih resitev [6]. Z uporabo simetrij se iskalni prostor
L le nekoliko zmanjsa, a z veCanjem L iskalni prostor raste
eksponentno.
1 : : : : Samo pri lihih dolzinah, L = 2k — 1, je definiran po-
20 -10 0 10 20 seben razred binarnih zaporedij, imenovanih ~’popaceno-
simetricna binarna zaporedja” (angl.”skew-symmetric
K binary sequences”) (naSli smo tudi prevod “poSevno-
simetriéna”, v drugem slovarju “skew” prevajajo kot
Slika 1: Primera avtokorelacijskih funkcij (absolutne asimetri¢no):
vrednosti) za binarni zaporedji S7, in Sg dolzine L = 21, )
ki imata vrednosti PSL = 2 in 3. Skr1 = (=1)'sp—i, 1=1,2,... k= 1. (3)

2.2 Zakaj je problem labs zahteven?

Pri majhnih vrednostih L (kratka binarna zaporedja)
lahko optimalno (minimalno) vrednost PSL izraCunamo
7 eksaktnim algoritmom, s katerim izraCunamo vrednost
PSL za vse moZne razvrstitve —1 in 1 v danem binarnem
zaporedju. Vseh moZnosti je 2 (Ze upostevamo Se
simetrije, pa je vseh moZnosti priblizno 2-73), zato
problem iskanja binarnih zaporedij z nizkimi avtokore-
lacijami spada med probleme z eksponentno casovno
zahtevnostjo, torej O(2™). Podobno velja za iskanje
binarnih zaporedij z maksimalnim MF.

Iskalni prostor problema labs je zelo skokovit in
nazob&an ter ima mnogo lokalnih optimumov. Ce na-
redimo majhno spremembo znotraj zaporedja S, ko
npr. zamenjamo en predznak s; = —s;, energija (glej
enacbo (5)) mo¢no spremeni svojo vrednost, kar posre-
dno vpliva tudi na MF, oziroma tudi na PSL.

Z uporabo poljubnega eksaktnega algoritma ne pri-
demo prav dale¢ (priblizno do vrednosti L = 35 na
danasnjem osebnem racunalniku). Doslej so s pomocjo
zmogljivih paralelnih racunalnikov eksaktno izracunali
zaporedja do velikosti L < 66 [23]. Kot zanimivost
povejmo, da so bili leta 1996 znani rezultati za L <
60 [21]. Potrebni sta bili dve desetletji, da se je meja
premaknila s 60 na 66.

Pri problemu labs obstajajo tudi simetrije. Na primer,

Ta oblika simetrije obCutno zmanjSa dejansko velikost
iskalnega prostora — dimenzija iskalnega prostora se
prepolovi, vendar dobljene najboljSe resitve popaceno-
simetricnih binarnih zaporedij pri nekaterih dolZinah
niso nujno optimalne med vsemi binarnimi zaporedji.
Na primer, zaporedji Sy in Sg v tabeli 1 sta optimalni
med vsemi zaporedji dolZin 7 in 21, hkrati pa sta tudi
popaceno-simetricni. Pri dolzini L = 19 pa optimalno
zaporedje ni popaceno-simetri¢no.

Optimalne resitve za binarna zaporedja so znane do
L < 66, medtem ko so najboljSe znane reSitve s
popaceno simetrijo (optimalne s to simetrijo) za L <
119 [23]. Pri dolgih zaporedjih (L > 200) se reSitve
s to simetrijo pravzaprav izkazejo za kar precej dobre
resitve.

3 EKSPERIMENTALNI REZULTATI

A% poglavju 21 Smo pri binarnem zaporedju doliine

........

v korelaciji, saJ ima binarno zaporedje S7 PSL = 2 in
MF = 6,485, medtem ko ima zaporedje Sg PSL = 3 in
MF = §8,48. Pri kraj§em zaporedju L=7 pa pri istem
MF.

Poglejmo si Se nekaj rezultatov eksperimenta, v ka-
terem smo hevristi¢ni algoritem [8], [11] uporabili za
iskanje binarnih zaporedij glede na mero MF. En zagon
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Slika 2: To¢ka na grafih pri dolzinah 201, 203, 207 in 211 predstavlja par PSL-MF. Po optimizaciji glede na mero

(najnizjega) PSL in obratno.

hevristi¢nega algoritma je trajal §tiri dni in na koncu op-
timizacijskega postopka smo kot rezultat dobili binarno
zaporedje in pripadajoco vrednost MF' ter izraCunali Se
vrednost PSL. Poudariti Zelimo, da med optimizacijskim
postopkom nismo uporabljali mere PSL. Dobljeni rezul-
tati pri dolzinah 201, 203, 207 in 211 so prikazani na
sliki 2. S slike lahko razberemo, da se dobljene reSitve
nima najnizjega (najboljsega) PSL. Velja tudi obratno.
Kar lahko zaklju¢imo, je, da se binarna zaporedja pri
dani dolZini lahko razlikujejo, ¢e jih optimiziramo glede
na mero MF oziroma glede na mero PSL.

Zanima nas, koliko se razlikujeta binarni zapored;i,
kjer ima prvo zaporedje minimalno vrednost PSL, drugo
pa maksimalno vrednost MF. Razliko binarnih zapored-
jih S in T dolzine L lahko zapiSemo:

L-1
d=d(S,T)=">d; )
=0
kjer je
1 J— o)
di =147 Si=Tu (10

JSore

Na primer, zaporedji .S; in S5 iz tabele 1 se razlikujeta
v treh elementih, saj je d(S1,S2) = 3.

Slika 3 prikazuje, kako s poveCevanjem dolZine L
raste razlika d, ki smo jo izracunali po enacbi (9) in
ki pove, v koliko elementih se razlikujeta primerjani
binarni zaporedji pri danem L. Spomnimo, da imata
primerjani zaporedji v literaturi znani najboljsi MF
oziroma PSL.

Na sliki 3 prikazujemo grafe z odvisnostjo razlike
d od dolzine L, pri ¢emer smo izbrali Stiri razli¢ne
intervale glede na L:

o Slika 3a prikazuje rezultate za binarna zaporedja do
dolzine L < 66. To so zaporedja, pri katerih so MF
optimalni. Odvisnost med razliko d in dolZino L
je linearna, a samo korelacijsko prileganje je slabo
(R? = 0,59).

e Na sliki 3b so prikazani rezultati za L < 119.
Do 119 so znani optimalni rezultati za zaporedja s
popaceno simetrijo. Korelacijsko prileganje je kar
dobro, saj je R? = 0,89.

o Rezultati do L < 225 so prikazani na sliki 3c, kjer
spet vidimo linearno odvisnost z R? = 0,96.
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Slika 3: Razlika med binarnima zaporedjema, kjer ena vsebuje najboljSi (znani) MF in druga vsebuje najboljsi
(znani) PSL dolzine (a) do 66, (b) do 119, (c) do 225 in (d) od 66 do 225.

o Na sliki 3d pa prikazujemo rezultate na intervalu
66 < L < 225. Spet opazimo linearno odvisnost
med razliko d in dolzino L.

Odvisnost med razliko d in dolzino L je v vseh S§tirih
primerih na sliki 3 linearna, in sicer v primeru L <
225, kjer imamo zajeta binarna zaporedja na najSirSem
intervalu:

d=0,5201 x L — 3,7992. (11)

Pri izraCunu smo uporabili binarna zaporedja do dolZine
225, za katere lahko sklepamo, da so njihove trenu-

tno najboljSe znane vrednosti MF zelo visoke. Tudi
korelacijsko ujemanje na sliki 3c je kar visoko. In
kaj to pomeni? Razlika med binarnimi zaporedji z
maksimiziranim merit faktorjem in binarnimi zapored;ji
z minimiziranim (to je najboljSim) nivojem stranskega
reZnja znaSa priblizno L/2.

Pri izra¢unu razlik smo uporabili kanoni¢no obliko
pri obeh binarnih zaporedjih, to je osnovna oblika, ko
imamo v mislih Se simetrije. Da smo narisali sliko 3,
smo uporabili najboljSa znana (za krajSa zaporedja op-
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timalna) binarna zaporedja iz literature:

o za MF: [6], [8], [11], [5] in

« za PSL: [22], [14], [9].

Na sliki 3 opazimo, da je d = 0 pri vseh Barkerjevih
binarnih zaporedjih 2, 3, 4, 5, 7, 11 in 13 ter pri
dolzinah 22, 24, 27, 29, 33, 38, 42, 52 in 64. Pri
binarnih zaporedjih ostalih dolZin do L < 225 pa je
d > 0. Spomnimo, da d = 0 pomeni, da ima binarno
zaporedje hkrati najboljsi MF in najboljsi PSL. Nasi
eksperimentalni rezultati kaZejo, da ima lastnost d = 0
najdaljSe binarno zaporedje pri L = 64.

4 ZAKLJUCEK

V &lanku smo opisali binarna zaporedja z dobrimi aperi-
odi¢nimi avtokorelacijskimi lastnostmi. Osrednji dopri-
nos v Clanku je izracun, ki temelji na eksperimentalnih
rezultatih in ki prikaZe odvisnost razdalje med binarnimi
zaporedji z najbolj§im merit faktorjem in najboljSim
PSL od dolzine teh zaporedij.

Predlagan izracun odvisnosti razdalje med binarnimi
zaporedji z najboljsim merit faktorjem in najboljSim
PSL temelji na eksperimentalnem delu, in ne na strogo
teoreticnem dokazu.

Ugotovitve v tem ¢lanku so lahko koristne predvsem
za raziskovalce, ki se Zelijo lotiti optimizacije iskanja
binarnih zaporedij z visokimi merit faktorji. Namrec,
izognejo se lahko preiskovanju iskalnega prostora binar-
nih zaporedij, ki so dovolj blizu binarnim zaporedjem z
najboljsim PSL.

Splosna oblika problema labs, ki je prikazana v
enacbi (7), Se dandanes ostaja nereSena in zato je ta
problem tako raziskovalno zanimiv.

Kot nadaljnje delo omenimo moZnost uporabe katere
druge metrike za razdaljo (npr. Levenshteinova razdalja)
namesto uporabljene razdalje, ki pove le Stevilo elemen-
tov, v katerih se primerjani binarni zaporedji razlikujeta.
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